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带可积时滞的非线性中立型微分

方程周期解的存在性

黄明辉

（广东工业大学 应用数学学院，广东 广州 ５１０５２０）

摘要：采用Ｋｒａｓｎｏｓｅｌｓｋｉｉ不动点定理证明了带可积时滞的非线性中立型微分方程周期解的存在性．并推广了Ｄｉｂ和
Ｍａｒｏｕｎ的结论．
关键词：周期解；不动点；非线性

中图分类号：０１７５．４　　　　　　文献标志码：Ａ　　　　　　文章编号：１００７７１６２（２０１４）０４００６５０４

ＥｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆＰｅｒｉｏｄｉｃＳｏｌｕｔｉｏｎｓｆｏｒＮｏｎｌｉｎｅａｒＮｅｕｔｒａｌＤｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ
ＥｑｕａｔｉｏｎｓｗｉｔｈＦｕｎｃｔｉｏｎａｌＤｅｌａｙ

ＨｕａｎｇＭｉｎｇｈｕｉ
（ＳｃｈｏｏｌｏｆＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，ＧｕａｎｇｄｏｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｇｕａｎｇｚｈｏｕ５１０５２０，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：ＩｔｕｓｅｄａｖａｒｉａｎｔｏｆＫｒａｓｎｏｓｅｌｓｋｉｉ’ｓｆｉｘｅｄｐｏｉｎｔｔｈｅｏｒｅｍｔｏｓｈｏｗｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕ
ｔｉｏｎｓｆｏｒｎｏｎｌｉｎｅａｒｎｅｕｔｒａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓｗｉｔｈｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｄｅｌａｙ．Ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｗｅｒｅｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｇｅｎｅｒ
ａｌｉｚｉｎｇｐｒｅｖｉｏｕｓｒｅｓｕｌｔｓｏｆＤｉｂａｎｄＭａｒｏｕｎ．Ａｎｅｘａｍｐｌｅｗａｓｇｉｖｅｎｔｏｉｌｌｕｓｔｒａｔｅｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎ；ｆｉｘｅｄｐｏｉｎｔ；ｎｏｎｌｉｎｅａｒ

　　近几年来，不动点理论已经成为研究带时滞积
分微分方程的稳定性和周期解的主要方法之

一［１１５］．例如，方程式
ｄ
ｄｔｘ（ｔ）＝－ａ（ｔ）ｘ（ｔ）＋

ｄ
ｄｔＱ（ｔ，ｘ（ｔ－ｇ（ｔ）））＋

Ｇ（ｔ，ｘ（ｔ），ｘ（ｔ－ｇ（ｔ）））， （１）
它的特别形式一直都受到许多研究人员的关注．本
文关注的是以下非线性中立型微分方程

ｄ
ｄｔｘ（ｔ） ＝－ ａ（ｔ）ｈ（ｘ（ｔ）） ＋ ｄ

ｄｔＱ（ｔ，ｘ（ｔ－

ｇ（ｔ）））＋Ｇ（ｔ，ｘ（ｔ），ｘ（ｔ－ｇ（ｔ）））， （２）
其中ａ（ｔ），ｇ（ｔ），ｈ（ｔ）和Ｇ（ｔ，ｘ，ｙ）在各自定义的
区间中是连续的，Ｑ（ｔ，ｘ）是连续可导函数．由于方
程式（２）出现了非线性项 ｈ（ｘ（ｔ）），不能直接使用
不动点定理．因此本文需要加减一项非线性项．因此
定义两个映射，其中一个是完全连续的，另外一个是

大压缩的．

１　准备工作
设 Ｔ＞０，定义集合ＰＴ ＝｛φ∈Ｃ（! ，! ）：φ（ｔ＋

Ｔ）＝φ（ｔ）｝，ｘ（ｔ） ＝ｍａｘ
ｔ∈［０，Ｔ］

ｘ（ｔ） ，其中Ｃ是连续

实值函数空间．则 （ＰＴ，．）是 Ｂａｎａｃｈ空间．对任意
Ｌ＞０，定义

ＭＬ ＝｛φ∈ＰＴ：φ≤Ｌ，φ′≤Ｌ′｝， （３）
其中Ｌ′是正实数．

本文做出以下假设：

ａ（ｔ）＝ａ（ｔ＋Ｔ），ｇ（ｔ）＝ｇ（ｔ＋Ｔ）， （４）
其中ｇ（ｔ）是连续函数，和ｇ（ｔ）≥ｇ ＞０．

∫
Ｔ

０
ａ（ｓ）ｄｓ＞０． （５）

同时假设Ｑ（ｔ，ｘ）和Ｇ（ｔ，ｘ，ｙ）是关于ｔ的周期
函数和关于ｘ，ｙ的Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ函数，即

Ｑ（ｔ＋Ｔ，ｘ）＝Ｑ（ｔ，ｘ），Ｇ（ｔ＋Ｔ，ｘ，ｙ）＝Ｇ（ｔ，ｘ，ｙ）
（６）



存在正数Ｅ１，Ｅ２，Ｅ３使得
Ｑ（ｔ，ｘ）－Ｑ（ｔ，ｙ）≤Ｅ１ ｘ－ｙ， （７）

Ｇ（ｔ，ｘ，ｙ）－Ｇ（ｔ，ｚ，ｗ）≤Ｅ２ ｘ－ｚ＋Ｅ３ ｙ－ｗ．

（８）
引理１　假设式（４）和（６）成立．如果 ｘ（ｔ）∈

ＰＴ，则ｘ（ｔ）是方程（１）的解当且仅当

ｘ（ｔ）＝Ｑ（ｔ，ｘ（ｔ－ｇ（ｔ）））＋（１－ｅ－∫
ｔ

ｔ－Ｔ
ａ（ｕ）ｄｕ）－１×

∫
ｔ

ｔ－Ｔ
［ａ（ｕ）Ｈ（ｘ（ｕ）） ＋ Ｇ（ｕ，ｘ（ｕ），ｘ（ｕ － ｇ（ｕ））） －

ａ（ｕ）Ｑ（ｕ，ｘ（ｕ－ｇ（ｕ）））］ｅ－∫
ｔ

ｕ
ａ（ｓ）ｄｓｄｕ， （９）

其中Ｈ（ｘ（ｕ））＝ｘ（ｕ）－ｈ（ｘ（ｕ））．
证明　设ｘ（ｔ）∈ＰＴ是式（１）的一个解．首先将

式（１）写成以下形式
ｄ
ｄｔｘ（ｔ）＋ａ（ｔ）ｘ（ｔ）＝ａ（ｔ）Ｈ（ｘ（ｔ））＋

ｄ
ｄｔＱ（ｔ，ｘ（ｔ－ｇ（ｔ）））＋Ｇ（ｔ，ｘ（ｔ），ｘ（ｔ－ｇ（ｔ）））．

上式两边同时乘以ｅ∫
ｔ

０
ａ（ｓ）ｄｓ以及对ｔ从ｔ－Ｔ到ｔ

进 行 积 分 得 ∫
ｔ

ｔ－Ｔ
［ｘ（ｕ）ｅ∫

ｔ

０
ａ（ｓ）ｄｓ］′ｄｕ ＝

∫
ｔ

ｔ－Ｔ
［ａ（ｕ）Ｈ（ｘ（ｕ））＋ｄｄｕＱ（ｕ，ｘ（ｕ－ｇ（ｕ）））＋

Ｇ（ｕ，ｘ（ｕ），ｘ（ｕ－ｇ（ｕ）））］ｅ∫
ｕ

０
ａ（ｓ）ｄｓｄｕ．

因此得到

ｘ（ｔ）ｅ∫
ｔ

０
ａ（ｓ）ｄｓ－ｘ（ｔ－Ｔ）ｅ∫

ｔ－Ｔ

０
ａ（ｓ）ｄｓ＝∫

ｔ

ｔ－Ｔ
［ａ（ｕ）Ｈ（ｘ（ｕ））＋

ｄ
ｄｕＱ（ｕ，ｘ（ｕ－ｇ（ｕ）））＋Ｇ（ｕ，ｘ（ｕ），ｘ（ｕ－ｇ（ｕ）））］ｅ

∫ｕ０ａ（ｓ）ｄｓｄｕ．

两边同时除以ｅ∫
ｔ

０
ａ（ｓ）ｄｓ，以及由于ｘ（ｔ）＝ｘ（ｔ＋Ｔ），

得到

ｘ（ｔ）＝（１－ｅ－∫
ｔ

ｔ－Ｔ
ａ（ｕ）ｄｕ）－１∫

ｔ

ｔ－Ｔ
［ａ（ｕ）Ｈ（ｘ（ｕ））＋

ｄ
ｄｕＱ（ｕ，ｘ（ｕ － ｇ（ｕ））） ＋ Ｇ（ｕ，ｘ（ｕ），ｘ（ｕ －

ｇ（ｕ）））］ｅ－∫
ｔ

ｕ
ａ（ｓ）ｄｓｄｕ＝Ｑ（ｔ，ｘ（ｔ－ｇ（ｔ）））＋（１－

ｅ－∫
ｔ

ｔ－Ｔ
ａ（ｕ）ｄｕ）－１∫

ｔ

ｔ－Ｔ

［ａ（ｕ）Ｈ（ｘ（ｕ））＋Ｇ（ｕ，ｘ（ｕ），ｘ（ｕ－

ｇ（ｕ）））－ａ（ｕ）Ｑ（ｕ，ｘ（ｕ－ｇ（ｕ）））］ｅ－∫
ｔ

ｕ
ａ（ｓ）ｄｓｄｕ．

得证．
定义１［１５］　设 （Ｍ，ｄ）是一个完备度量空间和

Ｂ：Ｍ→Ｍ．Ｂ是一个大压缩的．如果，φ∈Ｍ，当
≠φ时，有ｄ（Ｂ，Ｂφ）＜ｄ（，φ）和对任意ε＞０，
存在δ＜１，使得［，φ∈Ｍ，ｄ（，φ）≥ε］ｄ（Ｂ，
Ｂφ）≤δｄ（，φ）．

下一个定理是 Ｋｒａｓｎｏｓｅｌｓｋｉｉ’ｓ不动点定理，它
是构成我们重要结论的主要定理．

定理１［１５］　设Ｍ是Ｂａｎａｃｈ空间（Ｓ，．）的一
个有界凸非空子集．假设 Ａ和 Ｂ将 Ｍ投影到 Ｍ，以
及：

（１）对所有ｘ，ｙ∈Ｍ，有Ａｘ＋Ｂｙ∈Ｍ；
（２）Ａ是连续的和ＡＭ包含在Ｍ的一个紧子集

中；

（３）Ｂ是一个大压缩．
则存在一个ｚ∈Ｍ，使得ｚ＝Ａｚ＋Ｂｚ．

２　周期解的存在性
首先定义一个映射Ｐ：
（Ｐφ）（ｔ） ＝ Ｑ（ｔ，φ（ｔ－ ｇ（ｔ））） ＋ （１ －

ｅ－∫
ｔ

ｔ－Ｔ
ａ（ｕ）ｄｕ）－１∫

ｔ

ｔ－Ｔ
［ａ（ｕ）Ｈ（φ（ｕ））＋Ｇ（ｕ，φ（ｕ），φ（ｕ－

ｇ（ｕ）））－ａ（ｕ）Ｑ（ｕ，φ（ｕ－ｇ（ｕ）））］ｅ－∫
ｔ

ｕ
ａ（ｓ）ｄｓｄｕ

（１０）
为了使用定理１，需要将映射 Ｐ表示成两个映

射之和，其中一个是完全连续映射，另一个是压缩映

射．
设（Ｐφ）（ｔ）＝Ａφ（ｔ）＋Ｂφ（ｔ），其中 Ａ，Ｂ：ＰＴ

→ＰＴ定义为
（Ａφ）（ｔ） ＝ Ｑ（ｔ，φ（ｔ － ｇ（ｔ））） ＋ （１ －

ｅ－∫
ｔ

ｔ－Ｔ
ａ（ｕ）ｄｕ）－１∫

ｔ

ｔ－Ｔ
［Ｇ（ｕ，φ（ｕ），φ（ｕ－ｇ（ｕ）））－

ａ（ｕ）Ｑ（ｕ，φ（ｕ－ｇ（ｕ）））］ｅ－∫
ｔ

ｕ
ａ（ｓ）ｄｓｄｕ （１１）

和

（Ｂφ）（ｔ）＝（１－ｅ－∫
ｔ

ｔ－Ｔ
ａ（ｕ）ｄｕ）－１∫

ｔ

ｔ－Ｔ
ａ（ｕ）Ｈ（φ（ｕ））ｅ－∫

ｔ

ｕ
ａ（ｓ）ｄｓｄｕ．

（１２）
还需要假设：

（Ｅ２＋Ｅ３）Ｌ＋ Ｇ（ｔ，０，０）≤βＬａ（ｔ）， （１３）
Ｅ１Ｌ＋ Ｑ（ｔ，０）≤αＬ， （１４）
Ｊ（２α＋β）≤１， （１５）

其中α，β，Ｌ和Ｊ是常数，以及Ｊ≥３．

存在正数Ｍ，使得 ｄ
ｄｔＱ（ｔ，ｘ（ｔ－ｇ（ｔ）））

≤Ｍ，

ｘ∈ＭＬ． （１６）
引理２　假设条件（４）（８）和（１３）（１５）成立．

Ｌ是式（３）中所定义的，Ａ：ＭＬ→ＭＬ是连续的和将Ｍ
投影到Ｍ的一个紧集中．

证明　在式（１２）中变量的改变可以证明
（Ａφ）（Ｔ＋ｔ）＝（Ａφ）（ｔ）．注意到

Ｑ（ｔ，ｘ）≤ Ｑ（ｔ，ｘ）－Ｑ（ｔ，０）＋ Ｑ（ｔ，０）≤
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Ｅ１ ｘ＋ Ｑ（ｔ，０） ，
以及

Ｇ（ｔ，ｘ，ｙ） ≤ Ｇ（ｔ，ｘ，ｙ）－Ｇ（ｔ，０，０） ＋

Ｇ（ｔ，０，０）≤Ｅ２ ｘ＋Ｅ３ ｙ＋ Ｇ（ｔ，０，０） ．

首先证明Ａ将ＭＬ投影到本身．因此，对任意
φ∈ＭＬ，有

（Ａφ）（ｔ） ≤ Ｑ（ｔ，φ（ｔ－ｇ（ｔ））） ＋ （１ －

ｅ－∫
ｔ

ｔ－Ｔ
ａ（ｕ）ｄｕ）－１∫

ｔ

ｔ－Ｔ
Ｇ（ｕ，φ（ｕ），φ（ｕ－ｇ（ｕ）））ｅ－∫

ｔ

ｕ
ａ（ｓ）ｄｓｄｕ＋

（１－ｅ－∫
ｔ

ｔ－Ｔ
ａ（ｕ）ｄｕ）－１

∫
ｔ

ｔ－Ｔ
ａ（ｕ）Ｑ（ｕ，φ（ｕ－

ｇ（ｕ）））ｅ－∫
ｔ

ｕ
ａ（ｓ）ｄｓｄｕ

≤

Ｅ１ φ＋ Ｑ（ｔ，０）＋

（１－ｅ－∫
ｔ

ｔ－Ｔ
ａ（ｕ）ｄｕ）－１

∫
ｔ

ｔ－Ｔ
［（Ｅ２＋Ｅ３）φ＋

Ｇ（ｕ，０，０）］ｅ－∫
ｔ

ｕ
ａ（ｓ）ｄｓｄｕ

＋

（１－ｅ－∫
ｔ

ｔ－Ｔ
ａ（ｕ）ｄｕ）－１

∫
ｔ

ｔ－Ｔ
ａ（ｕ）（Ｅ１ φ＋

Ｑ（ｕ，０））ｅ－∫
ｔ

ｕ
ａ（ｓ）ｄｓｄｕ

≤

（１－ｅ－∫
ｔ

ｔ－Ｔ
ａ（ｕ）ｄｕ）－１∫

ｔ

ｔ－Ｔ
βＬａ（ｕ）ｅ－∫

ｔ

ｕ
ａ（ｓ）ｄｓｄｕ＋２αＬ≤

（２α＋β）Ｌ≤ Ｌ
Ｊ＜Ｌ．

证毕．
接着证明Ａ是连续的．设φ，∈ＭＬ，令

η＝ｍａｘ
ｔ∈［０，Ｔ］

（１－ｅ－∫
ｔ

ｔ－Ｔ
ａ（ｓ）ｄｓ）－１，θ＝ｍａｘ

ｔ∈［０，Ｔ］
ａ（ｔ），

ν＝ ｍａｘ
ｓ∈［ｔ－Ｔ，ｔ］

ｅ－∫
ｔ

ｓ
ａ（ｕ）ｄｕ． （１７）

对任意ε＞０，取δ＝εＮ，使得当 －φ≤δ，

有

（Ａ）（ｔ）－（Ａφ）（ｔ）≤Ｅ１ －φ＋

（１－ｅ－∫
ｔ

ｔ－Ｔ
ａ（ｓ）ｄｓ）－１∫

ｔ

ｔ－Ｔ
（Ｅ２＋Ｅ３）－φｅ

－∫ｔｕａ（ｓ）ｄｓｄｕ＋

（１－ｅ－∫
ｔ

ｔ－Ｔ
ａ（ｓ）ｄｓ）－１∫

ｔ

ｔ－Ｔ
ａ（ｕ）Ｅ１ －φｅ

－∫ｔｕａ（ｓ）ｄｓｄｕ≤

［２Ｅ１＋ηＴν（Ｅ２＋Ｅ３）］－φ ＜ε．

其中，Ｎ＝２Ｅ１＋ηＴν（Ｅ２＋Ｅ３）．证毕．
接着证明Ａ是紧的．
设φｎ∈ＭＬ，ｎ是正整数．故有 （Ａφｎ）（ｔ）≤ Ｌ．

直接计算，得（Ａφｎ）′（ｔ）＝
ｄ
ｄｔＱ（ｔ，φｎ（ｔ－ｇ（ｔ）））－

ａ（ｔ）Ｑ（ｔ，φｎ（ｔ－ｇ（ｔ））） ＋Ｇ（ｕ，φｎ（ｕ），φｎ（ｕ －

ｇ（ｕ）））－ａ（ｔ）（１－ｅ－∫
ｔ

ｔ－Ｔ
ａ（ｕ）ｄｕ）－１∫

ｔ

ｔ－Ｔ
［Ｇ（ｕ，φｎ（ｕ），φｎ（ｕ－

ｇ（ｕ）））－ａ（ｕ）Ｑ（ｕ，φｎ（ｕ－ｇ（ｕ）））］ｅ
－∫ｔｕａ（ｓ）ｄｓｄｕ．

由式（１３）、（１４）、（１６）、（１７）得
（Ａφｎ）′（ｔ）≤Ｍ＋θαＬ＋θβＬ＋θηＴ［（θαＬ＋

θβＬ）ν］≤ｄ，
存在正实数ｄ．因此数列 （Ａφｎ）是一致有界和等度
连续的．由ＡｓｃｏｌｉＡｒｚｅｌａ定理可知，Ａ是紧的．

引理３　假设式（４）（６）和或（１３）（１５）成立．
Ｌ是式（３）中所定义的，同时假设

（１－ｅ－∫
ｔ

ｔ－Ｔ
ａ（ｕ）ｄｕ）－１∫

ｔ

ｔ－Ｔ
ａ（ｕ）Ｈ（φ（ｕ））×

ｅ－∫
ｔ

ｕ
ａ（ｓ）ｄｓｄｕ≤Ｊ－１Ｊ Ｌ， （１８）

对任意φ∈ＭＬ成立，Ａ，Ｂ分别是式（１１）和（１２）所
定义的，对任意φ，∈ＭＬ，有

Ａφ＋Ｂ：ＭＬ→ＭＬ．
证明　对任意φ，∈ＭＬ，由Ｂ的定义和引理２

的结论，得到

（Ａφ）（ｔ）＋（Ｂ）（ｔ）≤ Ｑ（ｔ，φ（ｔ－ｇ（ｔ）））＋

（１－ｅ－∫
ｔ

ｔ－Ｔ
ａ（ｕ）ｄｕ）－１∫

ｔ

ｔ－Ｔ
Ｇ（ｕ，φ（ｕ），φ（ｕ－ｇ（ｕ）））ｅ－∫

ｔ

ｕ
ａ（ｓ）ｄｓｄｕ＋

（１ －

ｅ－∫
ｔ

ｔ－Ｔ
ａ（ｕ）ｄｕ）－１∫

ｔ

ｔ－Ｔ
ａ（ｕ）Ｑ（ｕ，φ（ｕ－ｇ（ｕ）））ｅ－∫

ｔ

ｕ
ａ（ｓ）ｄｓｄｕ＋

（１－ｅ－∫
ｔ

ｔ－Ｔ
ａ（ｕ）ｄｕ）－１∫

ｔ

ｔ－Ｔ
ａ（ｕ）Ｈ（（ｕ））ｅ－∫

ｔ

ｕ
ａ（ｓ）ｄｓｄｕ≤

Ｌ
Ｊ＋

（Ｊ－１）Ｌ
Ｊ ＝Ｌ．

因此Ａφ＋Ｂ∈ＭＬ．
下一个引理将证明映射 Ｂ在 ＭＬ上是大压缩

的，这个引理的证明读者可以参考文献［１５］．最后，
对函数ｈ：Ｒ→Ｒ作出以下假设：

（１）ｈ在区间ＵＬ ＝［－Ｌ，Ｌ］上是连续可导的．
（２）ｈ在区间ＵＬ ＝［－Ｌ，Ｌ］上严格递增．
（３）ｓｕｐ

ｓ∈ＵＬ
ｈ′（ｓ）≤１．

（４）（ｓ－ｒ）｛ｓｕｐ
ｔ∈ＵＬ
ｈ′（ｔ）｝≥ｈ（ｓ）－ｈ（ｒ）≥（ｓ－

ｒ）｛ｉｎｆ
ｔ∈ＵＬ
ｈ′（ｔ）｝≥０，其中ｓ，ｒ∈ＵＬ以及ｓ≥ｒ．

引理４［１５］　设函数ｈ满足假设（１）～（４）．Ｌ是
式（３）所定义的，则映射Ｂ是一个大压缩．

定理２　假设条件式（４）～（８）、式（１３）～（１５）
和式（１８）成立，以及函数 ｈ满足假设（１）～（４），则
方程式（２）在ＭＬ ＝｛∈ ＰＴ：≤ Ｌ，′≤ Ｌ′｝
存在一个周期解．

证明　由引理（１）可知，Ａ＋Ｂ∈ＭＬ是方程
式（２）的一个解，如果

＝Ａ＋Ｂ．
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根据引理（２），Ａ：ＭＬ→ＭＬ是连续的和ＭＬ包含
在ＭＬ紧集中．Ａ＋Ａφ∈ＭＬ，对任意的，φ∈ＭＬ
．而且根据式（１２），Ｂ是一个大压缩．显然，满足
Ｋｒａｓｎｏｓｅｌｓｋｉｉ’ｓ不动点定理．因此，存在一个不动点
∈ＭＬ使得＝Ａ＋Ｂ．因此方程（１２）有一个周
期为Ｔ的解．

３　实例
非线性微分方程：

ｘ′（ｔ） ＝－ １
４［
１５
１６ｘ（ｔ） －

Ｌ
１６ｓｉｎ（

ｘ（ｔ））
Ｌ ］ ＋

ｄ
ｄｔ［
１０－３
Ｌｓｉｎ（ｔ）ｘ

２（ｔ－１）］＋１０
－３

Ｌｃｏｓ（ｔ）ｘ
２（ｔ－１），

（１９）

其中Ｔ＝２π，ａ（ｔ）＝１４，ｈ（ｔ）＝
１５
１６ｔ－

Ｌ
１６ｓｉｎ（

ｔ
Ｌ），

Ｈ（ｘ（ｔ）） ＝ １
１６ｘ（ｔ） ＋

Ｌ
１６ｓｉｎ（

ｘ（ｔ）
Ｌ），Ｑ（ｔ，ｘ） ＝

１０－３
Ｌｘ

２ｓｉｎｔ，Ｇ（ｔ，ｘ，ｙ）＝１０
－３

Ｌｙ
２ｃｏｓｔ，ｇ（ｔ）＝１．

显然式（４）～（６）成立．通过直接计算，得

ｈ′（ｔ）＝１５１６－
１
１６ｃｏｓ（

ｔ
Ｌ），

故满足假设（１）～（４）．
ｄ
ｄｔＱ（ｔ，ｘ（ｔ－ｇ（ｔ）））

＝

１０－３
Ｌ［ｘ

２（ｔ－１）ｃｏｓ（ｔ）＋２ｘ（ｔ－１）ｘ′（ｔ－１）ｓｉｎ（ｔ）］ ≤

１０－３（Ｌ＋２Ｌ′），
因此式（１６）成立．

Ｅ１ ＝Ｅ３ ＝２×１０
－３，Ｅ２ ＝０，α＝２×１０

－３，

β＝８×１０－３．
由式（１５）得
３≤Ｊ≤（１．２×１０－２）－１， （２０）

η＝（１－ｅ－
π
２）－１，θ＝１４，ν＝１．

（１－ｅ－∫
ｔ

ｔ－Ｔ
ａ（ｕ）ｄｕ）－１∫

ｔ

ｔ－Ｔ
ａ（ｕ）Ｈ（φ（ｕ））ｅ－∫

ｔ

ｕ
ａ（ｓ）ｄｓｄｕ≤

（１－ｅ－
π
２）－１

π
１６Ｌ≤０．３Ｌ．

又由式（２０）可知，２３Ｌ≤
Ｊ－１
ＪＬ，Ｌ∈［３，（１．２×

１０－２）－１］．
故式（１９）成立．
故式（１９）在ＭＬ ＝｛∈ Ｐ２π：≤ Ｌ，′≤

Ｌ′｝上存在一个周期为２π的解．
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